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Àííîòàöèÿ
Ïîñòðîåíî âåêòîðíîå óðàâíåíèå äëÿ êîìïëåêñíîãî A-ïîëÿ, ýêâèâàëåíòíîå ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé. àññìîòðåíû ñèëüíûå óäàðíûå âîëíû, ïî-
ëó÷åíû óñëîâèÿ íà ðîíòàõ äëÿ ñêà÷êîâ íàïðÿæåííîñòåé A,E,H è îáîáùåííûå çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ. Äîêàçàíà ïîïåðå÷íîñòü óäàðíûõ âîëí. Ïîñòðîåíû òåíçîð ðèíà, îáîáùåííûå
ðåøåíèÿ ìîäèèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ, ñòàöèîíàðíûõ è ìîíîõðîìà-
òè÷åñêèõ ïîëåé è îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷å-
ñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, â òîì ÷èñëå ïðè íàëè÷èè óäàðíûõ âîëí.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ (ÝÌ) ïîëåé îáëàäàåò ñèì-
ìåòðèåé îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî (E) è ìàãíèòíîãî (H) ïîëåé.
Ýòîò àêò õîðîøî èçâåñòåí â ýëåêòðîäèíàìèêå ïðè ïîñòðîåíèè åå ðåøåíèé. åøåíèå êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé ÷àñòî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé àíàëî-
ãè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé ïðîñòîé çàìåíîé E ⇄ H è êîíñòàíò ýëåêòðè÷åñêîé è
ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè (−ε⇌ µ) è íàîáîðîò. Ñèììåòðèþ ýòèõ óðàâíåíèé íàðóøàåò òîëüêî
óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ è ñîîòâåòñòâåííî ìàãíèòíûõ òîêîâ.
Çäåñü ìû ýòè óñëîâèÿ ñíèìàåì è ñòðîèì îäíî êîìïëåêñíîå äèåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
äëÿ êîìïëåêñíîãî òðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî A-ïîëÿ, ýêâèâàëåíòíîå ñèñòåìå óðàâíåíèé Ìàêñâåë-
ëà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, íàçûâàåìîãî ãàìèëüòîíîâîé îðìîé óðàâíåíèÿ Ìàêñ-
âåëëà [1℄, èñïîëüçóåì ìåòîäû òåîðèè îáîáùåííûõ óíêöèé, à èìåííî ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ
íåñòàöèîíàðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè, ðàçðàáîòàííûé â [2℄. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿ-
åò ñòðîèòü è èññëåäîâàòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñî ñêà÷êîì íå
òîëüêî ïðîèçâîäíûõ, íî è ñàìèõ èñêîìûõ óíêöèé. Ïîñëåäíåå èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ
èçó÷åíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ òèïà óäàðíûõ âîëí.
1. Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ îäíîðîä-
íîé èçîòðîïíîé ñðåäû èìååò ñëåäóþùèé âèä :
− ε ∂tE + rotH = jE , µ ∂tH + rotE = jH . (1)
Çäåñü ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïðîíèöàåìîñòè ε, µ -ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, E,H -
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ, jE(x, t), jH (x, t) - ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ
è ìàãíèòíûõ òîêîâ, x = (x1, x2, x3), t ≥ 0.
Ñîãëàñíî ïîëíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
ε div E = ρE, −µdiv H = ρH , ρH = 0, jH = 0, (2)
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ρE , ρH  îáúåìíûå ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ. Äàëåå ïîñëåäíèå äâà óñëî-
âèÿ îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ è òîêîâ ñíèìàåì.
Âçÿâ äèâåðãåíöèþ â (1), ïîëó÷èì â äèåðåíöèàëüíîé îðìå
Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäîâ:
∂tρ
E + div jE = 0, ∂tρ
H + div jH = 0. (3)
Åñëè óðàâíåíèÿ (1) ñêàëÿðíî óìíîæèòü íà E è H ñîîòâåòñòâåííî è âû÷åñòü, ïîëó÷èì â
äèåðåíöèàëüíîé îðìå
Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:
∂tW + div P = (j
H ,H)− (jE , E). (4)
Çäåñü P = E ×H - âåêòîð Ïîéíòèíãà, W = 0, 5
(
ε ‖E‖2 + µ ‖H‖2
)
- ïëîòíîñòü ýíåðãèè ÝÌ
ïîëÿ.
Ïðè çàäàííûõ òîêàõ óðàâíåíèÿ (1) äîñòàòî÷íû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÝÌ ïîëÿ (E,H) . Â ýòîì
ñëó÷àå ðàâåíñòâà (2) ñëóæàò äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàðÿäà, à çàêîíû ñîõðàíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ òîæ-
äåñòâåííî.
2. àìèëüòîíîâà îðìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ââåäåì êîìïëåêñíûé âåêòîð íàïðÿ-
æåííîñòè:
A =
√
εE + i
√
µH. (5)
Òîãäà ñèñòåìó (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ:
− c−1∂tA− i rotA = j, c = 1/√εµ, (6)
ãäå c - ñêîðîñòü ÝÌ âîëí, à êîìïëåêñíûå òîêè îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì j =
√
µ jE− i√ε jH .
Î ï ð å ä å ë å í è å. Íàçîâåì êîìïëåêñíûì çàðÿäîì À-ïîëÿ âåëè÷èíó
ρ = c−1div A =
√
µ ρE − i√ε ρH . (7)
Åñëè âçÿòü äèâåðãåíöèþ (6), òî ïîëó÷èì äëÿ êîìïëåêñíîãî çàðÿäà òîò æå
Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà:
∂tρ+ div j = 0. (8)
Çàìåòèì, ÷òî ýíåðãèÿ ÝÌ ïîëÿ ïðè òàêîé çàïèñè îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ìîäóëü êîìïëåêñíîãî
âåêòîðà ïîëÿ: W = 0, 5 ‖A‖2 = 0, 5(A,A∗) , à âåêòîð Ïîéíòèíãà P = −0, 5 icA × A∗ . Çäåñü
A∗ -êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå A . Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà:
A×A∗ = (√εE + i√µH)× (√εE − i√µH) = 2√εµ iE ×H. (9)
Óìíîæèì ñêàëÿðíî (6) íà cA∗ , ñëîæèì ýòî ðàâåíñòâî ñ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì
Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:
∂tW + div P = −cRe(j,A∗). (10)
Òàêèì îáðàçîì âìåñòî îáû÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà èìååì åå êîìïëåêñíóþ îð-
ìó â âèäå îäíîãî âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðóþ ãîðàçäî óäîáíåå èññëåäîâàòü, ò.ê. îíà ñîäåð-
æèò â äâà ðàçà ìåíüøå óðàâíåíèé, çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé ïîñòîÿííîé c - ñêîðîñòè ñâåòà, è
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ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ÝÌ ïîëå, òîêè è çàðÿäû. Ïðè ýòîì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà è ýíåðãèè
èìåþò ñâîþ îáû÷íóþ îðìóëèðîâêó.
3. Óäàðíûå âîëíû. Îáîçíà÷èì L(∂x, ∂t) - ìàòðè÷íûé äèåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð óðàâ-
íåíèé (6), êîìïîíåíòû êîòîðîãî èìåþò âèä:
Lkj(∂x, ∂t) = −c−1δkj∂t + iekjl∂l, l, j, k = 1, 2, 3,
ãäå δkj -ñèìâîë Êðîíåêåðà, ejlk - åäèíè÷íûé ïñåâäîòåíçîð Ëåâè-×èâèòà. Çäåñü è âñþäó ïî ïî-
âòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 3 (òåíçîðíàÿ ñâåðòêà).
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (6): det{Lkj(ν, νt)} = 0 , â ïðîñòðàíñòâå
R4 = {x = (x, x4 = ct)} ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:
ν4(ν
2
4 − ν21 − ν22 − ν23 ) = 0. (11)
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1) èìååò àíàëîãè÷íûé âèä [1℄:
(
ν4(ν
2
4 − ν21 − ν22 − ν23 )
)2
= 0.
Â ÷àñòíîñòè, îíè ñïðàâåäëèâû ïðè ν4 = 0 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîâåðõíîñòè âèäà F (x) =
const , êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Â îêðåñòíîñòè òàêèõ ïîâåðõíîñòåé çàäà÷à Êîøè, ñî-
ãëàñíî òåîðåìå Ñ. Êîâàëåâñêîé [3℄, íåðàçðåøèìà. Ò.å. çíàÿ ÝÌ ïîëå íà êàêîé-òî íåïîäâèæíîé
ïîâåðõíîñòè, íåâîçìîæíî âîññòàíîâèòü åãî â åå îêðåñòíîñòè. Ýòî òàêæå ãîâîðèò î òîì, ÷òî
â ñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ýòè òðè óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è íåäîñòàòî÷íû äëÿ
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷.
Ýòè óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò òàêæå êîíóñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé - êëàññè÷åñêèé ñâåòî-
âîé êîíóñ: ν24 = ‖ν‖2 , ‖ν‖ =
√
ν2
1
+ ν2
2
+ ν2
3
. Êàê èçâåñòíî, íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíî-
ñòÿõ ðåøåíèÿ è èõ ïðîèçâîäíûå ìîãóò òåðïåòü ñêà÷êè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F òàêóþ ïîâåðõíîñòü,
(ν, ν4) = (ν1, ν2, ν3, ν4) - íîðìàëü ê íåé â R
4
. Â ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò R3 åé ñîîòâåòñòâóåò
âîëíîâîé ðîíò Ft , äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ c , n = (n1, n2, n3) - åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè
ê ðîíòó âîëíû, íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó åå äâèæåíèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ν4 = −‖ν‖ , ni = νi/ ‖ν‖ , i = 1, 2, 3. (12)
Äàëåå äëÿ âûâîäà óñëîâèé íà ðîíòàõ èñïîëüçóåì ìåòîäû òåîðèè îáîáùåííûõ óíêöèé.
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ âåêòîð-óíêöèé D′
3
(R4) =
{
fˆ(x) = (fˆ1, fˆ2.fˆ3)
}
- íåïðå-
ðûâíûõ ëèíåéíûõ óíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íî äèåðåíöèðó-
åìûõ èíèòíûõ óíêöèé D3(R
4) = {ϕ(x) = (ϕ1, ...ϕ3)}, fˆk ∈ D′(R4), ϕk ∈ D(R4) : (fˆ , ϕ) =
3∑
k=1
(fk, ϕk), x ∈ R4. Åñëè A ðåøåíèå (6) ñ êîíå÷íûì ðàçðûâîì íà F , òî â D′3(R4) , ñîãëàñíî
ïðàâèëàì äèåðåíöèðîâàíèÿ îáîáùåííûõ óíêöèé [2℄,
∂jAˆ = A,j +[A]F νj δF (x), j = 1, ..., 4. (13)
Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà  êëàññè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî xj , ‖ν‖ = 1, δF - ïðîñòîé ñëîé
íà F , ïëîòíîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñêà÷îê: [A]F = limε→+0
(A(x+ εν)−A(x− εν)) .
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âíå ðîíòà âîëíû è ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòü t = const íå ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé,
[A]F = limε→+0
(A(x+ ε n, t)−A(x− ε n, t)) = A+(x, t)−A−(x, t) = [A]Ft .
Îïåðàöèÿ äèåðåíöèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ââåñòè òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ïîâåðõíîñòíûõ
çàðÿäîâ.
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Î ï ð å ä å ë å í è å. Îáîáùåííûì çàðÿäîì A-ïîëÿ áóäåì íàçûâàòü ρˆ = c−1divAˆ.
Åñëè íà ïîâåðõíîñòè S ∈ R3 ïîëå òåðïèò ñêà÷îê, òî ρˆ = c−1div A + c−1(n, [A]S)δS(x) ,
ãäå n åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê S . Ïåðâîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ïëîòíîñòü îáû÷íûõ îáúåìíûõ
çàðÿäîâ, à âòîðîå - ïîâåðõíîñòíûõ.
Î ï ð å ä å ë å í è å. Íàçîâåì ïîâåðõíîñòíîé äèâåðãåíöèåé âåêòîðà A ïðîñòîé ñëîé divSA =
(n, [A]S) δS(x) .
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íîðìàëü n ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó íà S , à ñêà÷îê A ïðèíàäëåæèò
êëàññó ñóììèðóåìûõ íà S óíêöèé: [A]S ∈ L1(S).
Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïîâåðõíîñòíûì çàðÿäîì A-ïîëÿ áóäåì íàçûâàòü âûðàæåíèå âèäà
ρˆS = c
−1(n, [A]S)δS(x) = c
−1divSA.
Îòìåòèì òàêæå , ÷òî îðìóëà äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà ïîäîáíà îðìóëå çàðÿäà (7).
Î ï ð å ä å ë å í è å. Íàçîâåì ðåøåíèå óðàâíåíèé (6) îáîáùåííûì, åñëè
(L(∂x, ∂t)uˆ, ϕ) ≡ (Likuˆk, ϕi) = −(uˆk, Likϕi) = (jk, ϕk), ∀ϕ ∈ D3(R4).
Åñëè A êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6), ðàçðûâíîå íà F , òî ðàññìàòðèâàåìîå êàê îáîá-
ùåííîå, îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå:
Lkj (∂x, ∂t)Aj +Gkj[Aj ]F δF = jk, Gkj = −δkjν4 + iekjmνm. (14)
Èç (14) ñëåäóåò
Ò å î ð å ì à 3.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû A áûëî îáîáùåííûì ðåøåíèåì (6), íåîáõîäèìî âûïîë-
íåíèå óñëîâèÿ:
Gkj[Aj ]F = 0, k = 1, 2, 3. (15)
Ò.å. îáîáùåííîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ðàçðûâíûì íà ðîíòàõ. Òàêèå ðåøåíèÿ îïèñûâàþò óäàð-
íûå ÝÌ-âîëíû.
Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ðàâåíñòâî (15) íà ïîäâèæíûõ âîëíîâûõ ðîíòàõ â R3
ïðèîáðåòàåò âèä, êîòîðûé ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Ò å î ð å ì à 3.2. åøåíèå óðàâíåíèÿ (6), íåïðåðûâíîå è äèåðåíöèðóåìîå âñþäó, çà èñêëþ-
÷åíèåì âîëíîâûõ ðîíòîâ, íà êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (12), ÿâëÿåòñÿ åãî îáîáùåííûì
ðåøåíèåì, åñëè
[A]Ft = −i [A]Ft ×m, (16)
èëè, äëÿ âåêòîðîâ ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòåé,-
ε1/2 [E]Ft = µ
1/2 [H]Ft ×m, µ1/2 [H]Ft = ε1/2m× [E]Ft . (17)
Çäåñü è âûøå çíàê "× "îáîçíà÷àåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Äàëåå ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå a è b îáîçíà÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî (a, b) = ajbj , [a, b] : [a, b]l = eljkajbk .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò: ν4 [Ak]F = iekjmνm [Aj ]F . Îòñþäà,
ñ ó÷åòîì (12) ïîëó÷èì: [Ak]F = −iekjlml [Aj ]F , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðíîé çàïèñè îðìóë
òåîðåìû.
Èç ýòîé òåîðåìû ëåãêî âûâîäèòñÿ ðÿä ïîëåçíûõ ñëåäñòâèé.
Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Íà ðîíòàõ óäàðíûõ ÝÌ âîëí ([A]Ft , n) = 0, ÷òî äëÿ E è H ïðèíèìàåò
âèä
([E]Ft , n) = 0, ([H]Ft , n) = 0. (18)
Ò.å. íà ðîíòàõ óäàðíûõ âîëí îòñóòñòâóþò ïîâåðõíîñòíûå çàðÿäû.
Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. Åñëè ïåðåä ðîíòîì âîëíû ÝÌ ïîëÿ îòñóòñòâóþò (E+ = 0, H+ = 0) ,
òî íà ðîíòå òðîéêà âåêòîðîâ E,H,m - âçàèìíî îðòîãîíàëüíû. Ò.å. âåêòîðà E,H ëåæàò â
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êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ðîíòó âîëíû, à âåêòîð Ïîéíòèíãà P ïàðàëëåëåí âîëíîâîìó âåêòîðó.
Çíà÷èò óäàðíûå ÝÌ âîëíû ÿâëÿþòñÿ ïîïåðå÷íûìè.
Ñ ë å ä ñ ò â è å 3. [E]Ft = 0 ⇄ [H]Ft = 0 . Ò.å. åñëè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íåïðåðûâíî, òî
ìàãíèòíîå òîæå íåïðåðûâíî è íàîáîðîò.
àññìîòðèì ñêà÷îê ýíåðãèè íà ðîíòå âîëíû.
Ò å î ð å ì à 3.2. Íà ðîíòå óäàðíîé âîëíû
[W (x, t)]Ft = c
−1(m, [P ]Ft). (19)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óìíîæèì (16) ñêàëÿðíî íà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå: [Al]Ft A
∗−
l =
−ieljk [Ak]Ft A∗−l mj. Àíàëîãè÷íî, ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå âûðàæåíèå óìíî-
æèì íà A+l : [A
∗
l ]Ft A
+
l = ieljk
[
A∗
k
]
Ft
A+l mj . Ñêëàäûâàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ, ñ ó÷åòîì òîæäå-
ñòâà [ab] = a+b+ − a−b− = a+[b] + b−[a], ïîëó÷èì îðìóëó òåîðåìû.
Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (10) âåðåí è â D′3(R4). Äåéñòâè-
òåëüíî, ñ ó÷åòîì (12) è (19) , èìååì:
∂tWˆ + divPˆ = ∂tW + div P + (cν4[W ]F + [(ν, P )]F ) = −cRe(jˆ, Aˆ∗).
Â ñèëó (10) ñêà÷îê äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ.
Ïóñòü ïîëå A íåïðåðûâíî ïî âðåìåíè è òåðïèò ðàçðûâ íà íåïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè S ∈ R3
(òàêèå ïîëÿ âîçíèêàþò ïðè äèðàêöèè âîëí íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ êðàåì). Â ýòîì ñëó÷àå îíî
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:
− c−1∂tAˆ− i rotAˆ = jˆ − in× [A]SδS(x). (20)
Ýòî óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââåñòè ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ.
Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïîâåðõíîñòíûì ðîòîðîì âåêòîðà A íà S íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ñëîé
rotSA = [A]SδS(x)× n. Ïîâåðõíîñòíûì òîêîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ñëîé jS = i rotSA.
Ç à ì å ÷ à í è å. Ââåäåííûå çäåñü îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ äèâåðãåíöèè è ðîòîðà
ïîäîáíû ââåäåííûì È.Å.Òàììîì [3℄, íî íå ñîâïàäàþò ñ íèìè, à, àêòè÷åñêè, ñîîòâåòñòâóþò
ïëîòíîñòÿì ïðîñòûõ ñëîåâ.
Òàêèì îáðàçîì ïîâåðõíîñòíûå òîêè îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòíûé ðîòîð, à ïîâåðõ-
íîñòíûå çàðÿäû  ÷åðåç ïîâåðõíîñòíóþ äèâåðãåíöèþ. Ïðè íàëè÷èè òàêèõ ïîâåðõíîñòåé èç (20)
ñëåäóåò
Îáîáùåííûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà:
∂tρˆ+ divjˆ + i div ([A]SδS(x)× n) = 0. (21)
Â ñèëó (7) äëÿ îáúåìíûõ çàðÿäîâ, îòñþäà ñëåäóåò
Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ:
∂tρˆS + divS jˆ + i div rotSA = 0. (22)
Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ðîòîðà, äèâåðãåíöèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ðîòîðà íå ðàâíà
íóëþ. Ýòî ñèíãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ óíêöèÿ "òèïà äâîéíîãî ñëîÿ".
4.Òåíçîð ðèíà.Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé ìîäèèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ (6) óäîáíî ïîëü-
çîâàòüñÿ óíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ - òåíçîðîì ðèíà.
Î ï ð å ä å ë å í è å. Íàçîâåì U lk(x, t) òåíçîðîì ðèíà óðàâíåíèÿ (6) , åñëè îí ÿâëÿåòñÿ åãî
îáîáùåííûì ðåøåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì jk = δ
l
kδ(x, t) (ãäå δ(x, t)  δ -óíêöèÿ, δ
l
k - ñèìâîë
Êðîíåêåðà) , è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ :
Ukj = 0, ‖x‖ > ct > 0; t < 0. (23)
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Äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå îáîáùåííûõ óíêöèé [2℄, êîòîðîå
áóäåì ïîìå÷àòü ÷åðòî÷êîé: f¯(ξ, ω) = F [f(x, t)] .
Óðàâíåíèå (6) äëÿ óíêöèè ðèíà â ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ïðåîáðàçóåòñÿ â
ìàòðè÷íîå àëãåáðàè÷åñêîå âèäà
Lmj(−iξ,−iω)U¯kj = (iωc−1δmj + emjlξl)U¯kj = δjm, m, l, j, k = 1, 2, 3. (24)
Çäåñü (ξ, ω)  ïåðåìåííûå Ôóðüå, ñîîòâåòñòâóþùèå (x, t), detL = iωc
(
‖ξ‖2 − ω2
c2
)
.
àçðåøàÿ (24), íàéäåì òðàíñîðìàíòó Ôóðüå óíêöèè ðèíà:
U¯kj = −
cQjk(−iξ,−iω)
iω
(
(ω/c)2 − ‖ξ‖2
) , (25)
ãäå Qkm(−iξ,−iω) =
{
(−iω/c)2 δkm − (−iξk) (−iξm)− i ωc−1ξjekmj
}
.
Ââåäåì óíêöèþ ψ¯(ξ, ω) =
(
(ω/c)2 − ‖ξ‖2
)−1
 ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óíêöèè ðèíà
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ: ∆ψ − c−2ψ,tt= δ(x,t), êîòîðàÿ èìååò âèä:
ψ = −(4πR)−1δ(t−R/c), R = ‖x‖ . (26)
Áóäåì íàçâàòü ψ âîëíîâîé óíêöèåé. Ýòî ïðîñòîé ñëîé íà ñâåòîâîì êîíóñå - ðàñøèðÿþùåéñÿ
ñåðå ðàäèóñà R = ct (R = ‖x‖ ), îïðåäåëÿþùèé ëèíåéíûé óíêöèîíàë âèäà:
(ψ,ϕ) = (4π)−1
∫
R3
‖x‖−1 ϕ(x, ‖x‖ /c)dV (x),∀ϕ ∈ D(R4).
Íîñèòåëåì ýòîé óíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü ýòîãî êîíóñà.
Çàìåòèì, ÷òî çíàìåíàòåëü â ïðåäñòàâëåíèè (25), ñ ó÷åòîì íîñèòåëÿ óíêöèé, ÿâëÿåòñÿ
òðàíñîðìàíòîé Ôóðüå ïî âðåìåíè ïåðâîîáðàçíîé ïî t âîëíîâîé óíêöèè: χ = ψ ∗
t
θ(t) =
−(4πR)−1θ(ct − R), ∂tχ = ψ . Çäåñü θ(.) óíêöèÿ Õåâèñàéäà; ïåðåìåííàÿ ïîä çâåçäî÷êîé
( ∗ )  çíàêîì ñâåðòêè  îçíà÷àåò íåïîëíóþ ñâåðòêó òîëüêî ïî ýòîìó àðãóìåíòó. Íîñèòåëåì χ
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííîñòü ñâåòîâîãî êîíóñà. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâåðòêè
è ïðîèçâîäíûõ, èç (24) ïîëó÷èì èñêîìóþ óíêöèþ ðèíà:
Ukj (x, t) = cQjk(∂x, ∂t)χ(R, t), (27)
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ âûïîëíÿþòñÿ â ñèëó ñâîéñòâ âîëíîâîé óíêöèè è åå
ïåðâîîáðàçíîé. Ñ ó÷åòîì (25), ðåçóëüòàò ñîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû.
Ò å î ð å ì à 4.1. Ôóíêöèÿ ðèíà ìîäèèöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (6) ïðåäñòàâèìà
â âèäå:
Ukj (x, t) = c
−1δjk∂tψ − ∂j∂kχ− i ejlk∂lψ.
Èç åå ñâîéñòâ ñëåäóåò
Ò å î ð å ì à 4.2. Åñëè òîêè jˆ(x, t) ∈ D′+(R4) è supp
x
jˆ îãðàíè÷åí, òî îáîáùåííîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèé (6), ñîîòâåòñòâóþùåå èçëó÷àåìûì è çàòóõàþùèì íà áåñêîíå÷íîñòè âîëíàì,
ïðåäñòàâèìî â âèäå ñâåðòêè: Aˆm = cχ(R, t) ∗Qmk(∂x, ∂t)jˆk ,  èëè
Aˆ = c−1∂tψ ∗ jˆ + c∇ψ ∗ ρˆ− i [∇, ψ ∗ jˆ].
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. àññìîòðèì ñâåðòêó Aˆm = U
k
m ∗ jˆk. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî
îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (6), èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî äèåðåíöèðîâàíèÿ ñâåðòêè
Llm(∂x, ∂t)Aˆm = Llm
{
Ukm ∗ jˆk
}
=
{
LlmU
k
m
}
∗ jˆk = δkl δ(x, t) ∗ jˆk = jˆl.
Äàëåå, ïîëüçóÿñü (27), èìååì Aˆm = cQmk(∂x, ∂t)χ(R, t) ∗ jˆk = cχ(R, t) ∗ Qmk(∂x, ∂t)jˆk. Ëèáî,
èñõîäÿ èç òåîðåìû 4.1, Aˆm(x, t) = c
−1ψ(R, t) ∗ ∂tjˆm − c χ(R, t) ∗ ∂m∂k jˆk − iemlk∂lψ ∗ jˆk. Îòñþäà,
ñ ó÷åòîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (7), ïîëó÷èì âòîðóþ îðìóëó òåîðåìû. Âñå ñâåðòêè ñóùå-
ñòâóþò â ñèëó ïîëó îãðàíè÷åííîñòè íîñèòåëÿ ïî âðåìåíè è îãðàíè÷åííîñòè íîñèòåëÿ âîëíîâîé
óíêöèè ïî x . Èçëó÷åíèå è çàòóõàíèå âîëí íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåäóåò èç óñëîâèé èçëó÷åíèÿ
äëÿ âîëíîé óíêöèè è èç ñâîéñòâà óáûâàíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà êîíóñå
êàê 1/R .
Ç à ì å ÷ à í è å. Â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâà äèåðåíöèðóåìîñòè êîìïîíåíò ñâåðòêè çíàê
äèåðåíöèðîâàíèÿ â îðìóëàõ òåîðåìû 4.2 ìîæíî ïåðåáðàñûâàòü íà òîêè è çàðÿäû.
Ò å î ð å ì à 4.3. åøåíèå óðàâíåíèÿ (6) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ âèäà:
∆A− c−2 ∂
2A
∂t2
= −i rot J + c grad ρ+ c−1∂tJ. (28)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî âçÿòü ðîòîð â (6) , ïðåîáðàçîâàòü äâîéíîé ðîòîð ñ
ó÷åòîì ðàâåíñòâà
rot rot = grad div−∆, (29)
à ðîòîð ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè âûðàçèòü ÷åðåç òîêè è ∂tA , åùå ðàç èñïîëüçóÿ
(6). Çàìåòèì, ÷òî îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò âòîðàÿ îðìóëà òåîðåìû 4.2.
Ï ð è ì å ð 1 ("ðîæäåíèå"çàðÿäà q â òî÷êå x = 0 ) . Ïóñòü ρ = qδ(x)θ(t) . Òîãäà èç çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà ïîëó÷èì: J = δ(t)q grad (4πR)−1 . Èç òåîðåìû 4.2 íàéäåì ïîëå:
A = q grad
{
c
(
θ(t) ∗
t
ψ
)
+ c−1∂t
(
(4πR)−1 ∗
x
ψ
)}
Ýòî ïîëå ìîæíî çàïèñàòü â ðåãóëÿðíîì âèäå:
4πA = q grad
{
−cθ(ct−R)
R
+ ∂t
(
θ(ct−R) + ct
R
θ(R− ct)
)}
=
= q grad {−c θ(ct−R)/R − (1− ct/R) δ(t −R/c)− c θ(R− ct)/R} = −q c θ(t) grad (1/R)
Ò.å. ïîëå ñîâïàäàåò ñ êóëîíîâñêèì ïîëåì ñòàòè÷åñêîãî çàðÿäà è âîçíèêàåò âìåñòå ñ çàðÿäîì.
5. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé. àññìàòðèâàåòñÿ A- ïîëå,
ïîðîæäàåìîå íåñòàöèîíàðíûì òîêîì ñ ïëîòíîñòüþ èç êëàññà èíòåãðèðóåìûõ óíêöèé ñ êîì-
ïàêòíûì íîñèòåëåì â R3 : supp
x
j = {(x, t) : ‖x‖ < const, t > 0} îãðàíè÷åí äëÿ ëþáîãî t .
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èçâåñòíû:
A(x, 0) = A0(x); A0 = 0, ‖x‖ > const. (30)
Äîëæíû óäîâëåòâîðÿòüñÿ óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ:
A(x, t) = 0, ‖x‖ > const+ ct, ∀t ≥ 0. (31)
Î ï ð å ä å ë å í è å. Íàçîâåì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè êëàññè÷åñêèì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (30) è (31), íåïðåðûâíî è äèåðåíöèðóåìî ïî÷òè âñþäó êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷-
íîãî ÷èñëà âîëíîâûõ ðîíòîâ, íà êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íà ñêà÷êè (16), à â îáëàñòè
ãëàäêîñòè  óðàâíåíèÿì (6).
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Çàïèøåì èíòåãðàëüíóþ îðìó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè, â
òîì ÷èñëå äëÿ óäàðíûõ âîëí.
Ïóñòü S− - ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R3 , îãðàíè÷åííîå ãëàäêîé çàìêíóòîé
ïîâåðõíîñòüþ S, n - åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê S .
Ò å î ð å ì à 5.1. Åñëè A(x, t)  êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, òî
∫
s−
(W (x, t)−W (x, 0))dV (x) +
t∫
0
dt
∫
s
(n, P )dS(x) = −Re
t∫
0
dt
∫
s−
(j,A∗)dV (x),
∫
R3
(W (x, t)−W (x, 0))dV (x) = −Re
t∫
0
dt
∫
R3
(j,A∗)dV (x),
ãäå dV (x) = dx1dx2dx3 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîèíòåãðèðóåì (10) â R4 ïî îáëàñòè D−t = S
− × (0, t) è, ïîëü-
çóÿñü îðìóëîé Îñòðîãðàäñêîãî-àóññà, ñ ó÷åòîì âîçìîæíûõ ðàçðûâîâ ðåøåíèé íà ðîíòàõ,
ïîëó÷èì:
∫
S−
(W (x, t)−W (x, 0))dV (x) +
t∫
0
dt
∫
S
(n, P )dS(x) +
∫
F
(νj [Pj ] + ν4[W (x, t)])dF = (32)
= −Re
t∫
0
dt
∫
S−
(j,A∗)dV (x),
ãäå dF - äèåðåíöèàë ïëîùàäè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè F , â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ
ñòîÿò ñêà÷êè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé íà F .
Ñêà÷îê íà âîëíîâûõ ðîíòàõ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â òðåòüåì èíòåãðàëå, â ñèëó
óñëîâèÿ íà ðîíòàõ (19), ðàâåí íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïåðâóþ îðìóëó òåîðåìû. Âòîðàÿ
îðìóëà ñëåäóåò èç íåå æå ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè (31).
ßñíî, ÷òî óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè íà òîêè ìîæíî îñëàáèòü, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èíòåãðàëû,
èõ ñîäåðæàùèå, ñóùåñòâîâàëè.
Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè W , èç òåîðåìû 5.1 ïîëó÷èì
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè åäèíñòâåííî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü åñòü äâà ðåøåíèÿ, òîãäà èíòåãðàë ýíåðãèè
äëÿ èõ ðàçíîñòè À èìååò âèä:
∫
R3
W (x, t)dV (x) = 0. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè W ,
ïîëó÷èì: A = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî ýòè ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò.
6. Çàäà÷à Êîøè â D′3(R
4
+) è åå ðåøåíèå. Ïóñòü A - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Äîîïðåäåëèì
åãî íà R4+ , à èìåííî, ââåäåì îáîáùåííóþ óíêöèþ Aˆ = Aθ(t) . Àíàëîãè÷íî ñòðîèì ïðîäîë-
æåíèå íà R4 äëÿ òîêîâ jˆ , è áóäåì èõ ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåííûå óíêöèè íà D′3(R
4) .
Ïîäåéñòâóåì íà A îïåðàòîðîì L . Ñ ó÷åòîì (6) , ïîëó÷èì
Lkl(∂x, ∂t) Aˆl = jˆk − c−1A0kδ(t). (33)
Ñðàâíèâàÿ âòîðûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ñ (6), âèäèì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðàáîòàþò
êàê èìïóëüñíûå îáúåìíûå òîêè.
Îáîáùåííîå ðåøåíèå (33) ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ óíêöèè ðèíà U(x, t) (ñì. òåîðåìà 4.1).
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Ò å î ð å ì à 6.1. Åñëè A0 ∈ D′3(R3), jˆ ∈ D′3(R4+), òî
Aˆ = c−1∂tψ ∗ jˆ + c∇ψ ∗ ρˆ− i [∇, ψ ∗ jˆ]− c−2∂t(ψ ∗
x
A0)− c∇(ψ ∗
x
ρˆ0) + i[∇, ψ ∗
x
A0],
ρˆ = ρ0θ(t)− div (jˆ ∗
t
θ(t)), ρˆ0 = c
−1divAˆ0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî óíêöèè ðèíà, ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå
ñâåðòêè: Aˆl = U
k
l ∗ jˆk−c−1Ukl ∗xA
0
k (çäåñü çíàê " ∗x "óêàçûâàåò íåïîëíóþ ñâåðòêó òîëüêî ïî x ).
Äàëåå ïîêîìïîíåíòíî áåðåì âñå ñâåðòêè, êîòîðûå ñóùåñòâóþò â ñèëó ïîëóîãðàíè÷åííîñòè ïî
t íîñèòåëåé âõîäÿùèõ â íèõ óíêöèé è îãðàíè÷åííîñòè ïî x ïðè èêñèðîâàííîì t íîñèòåëÿ
âîëíîâîé óíêöèè è åå ïåðâîîáðàçíîé ïî âðåìåíè. Ñ ó÷åòîì îðìóëû çàðÿäà (7) è çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Äëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü ðåøåíèå â èíòåãðàëüíîì âèäå, ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ îðìóëà-
ìè äëÿ ñâåðòîê ñ ψ(x, t) ). Çàïèñü ðåøåíèÿ â ñâåðòî÷íîì âèäå î÷åíü óäîáíà äëÿ ïåðåõîäà ê èõ
èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèÿì, ò.ê. â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ãëàäêîñòè âõîäÿùèõ â ñâåðòêè
óíêöèé, ìîæíî ïåðåáðàñûâàòü äèåðåíöèðîâàíèå íà åå ñîñòàâëÿþùèå, äîïóñêàþùèå îáû÷-
íîå äèåðåíöèðîâàíèå, ÷òî ïîçâîëÿåò ââîäèòü çíàê äèåðåíöèðîâàíèÿ ïîä èíòåãðàëû ñ
ïåðåìåííîé îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ íåñòà-
öèîíàðíûõ çàäà÷ è äîñòàòî÷íî çàòðóäíèòåëüíî ïðè ïðèìåíåíèè êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ.
Ï ð è ì å ð 2 (ðàñïðîñòðàíåíèå óäàðíûõ âîëí). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîëüêî â îáëàñòè S− ,
îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ S , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðîíòîì óäàðíîé âîëíû, íà÷àëü-
íîå ïîëå îòëè÷íî îò íóëÿ è A0 ∈ C1(S−) . Ïóñòü òîêè îòñóòñòâóþò (j = 0) è íà÷àëüíûé çàðÿä
ρ0 = div A
0 = 0 . Íàéäåì ïîëå â R3 ïðè t > 0 .
Ââåäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ óíêöèþ H−S (x) ìíîæåñòâà S
−
, ðàâíóþ 1 íà S− è 0 âíå åãî
çàìûêàíèÿ. Â ñèëó óñëîâèé íà ðîíòàõ ρˆ0 = ρ0 + ρS = 0 . Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 6.1, â
ýòîì ñëó÷àå Aˆ = −c−2∂t(ψ ∗
x
A0H−S (x)) + i c
−1rot (ψ ∗
x
A0H−S (x)) . Ïîñëåäíåå ìîæíî çàïèñàòü â
èíòåãðàëüíîì âèäå:
4π cA = −c−1∂t((ct)−1
∫
r=ct
A0(y)H−S (y)dS(y)) + i(ct)
−1
∫
r=ct
rotA0(y)dS(y), r = ‖x− y‖ .
Ýòà îðìóëà îïèñûâàåò âèõðåâîå ÝÌ ïîëå ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè óäàðíûõ âîëí.
àññìîòðèì åùå íåêîòîðûå, âàæíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé, òèïû ÝÌ ïîëåé.
7.Ìîíîõðîìàòè÷åñêîå À-ïîëå. Â ðàäèîèçèêå è ðàäèîòåõíèêå èçó÷àþòñÿ è èñïîëü-
çóþòñÿ ïðîöåññû, êîãäà äåéñòâóþùèå òîêè è ñîîòâåòñòâåííî ÝÌ-ïîëÿ èìåþò ãàðìîíè÷åñêóþ
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñ ÷àñòîòîé ω, ω > 0 : J = J(x) exp(−iωt), A = A(x) exp(−iωt) . Â ýòîì
ñëó÷àå èç òåîðåìû 4.3 ñëåäóåò
Ò å î ð å ì à 7.1. Âåêòîð êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû À óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∆A+k2A =
−ik J − i rot J + c grad ρ, è åñëè J ∈ D′3(R3) è supp J(x) îãðàíè÷åí, òî
4πA = ik
eikR
R
∗ J + i rot
(
eikR
R
∗ J
)
− c grad
(
eikR
R
∗ ρ
)
, ρ = −iω−1divJ.
Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî â êëàññå ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ Çîììåð-
åëüäà íà áåñêîíå÷íîñòè [2℄.
8.Ñòàöèîíàðíîå À-ïîëå. Ïóñòü A-ïîëå íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Òîãäà èç òåîðåìû 4.2
ïîëó÷èì äëÿ À óðàâíåíèå Ïóàññîíà:
∆A = −i rot J + c grad ρ, (34)
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ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà [2℄. À èìåííî, âåðíà ñëåäóþùàÿ
Ò å î ð å ì à 8.1. Åñëè J ∈ D′3(R3) è supp J(x) îãðàíè÷åí, òî ðåøåíèå (34), ñòðåìÿùååñÿ
ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâèìî â âèäå ñâåðòêè
A = −c grad
(
1
4πR
∗ ρ
)
+ i rot
(
1
4πR
∗ J
)
. (35)
Åñëè ââåñòè ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû À-ïîëÿ: c−1A = gradΦ+ i rotΨ, divΨ = 0,
òî, ïîäñòàâëÿÿ â (34), ïîëó÷èì òàêæå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà: ∆Φ = ρ, ∆Ψ = −c−1J, îòêóäà
ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëîâ ñòàöèîíàðíîãî ÝÌ ïîëÿ ÷åðåç íüþòîíîâñêèå ïîòåíöèàëû:
Φ = − 1
4πR
∗ ρ, Ψ = 1
4πcR
∗ J, (36)
÷òî òàêæå ñëåäóåò è èç (35).
Ï ð è ì å ð 3. àññìîòðèì êîìïëåêñíûå òîêè â øàðå, âðàùàþùèåñÿ âîêðóã îñè X3 ñ
ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω :
J = ρ(x) [̟ × x] , ̟ = (0, 0, ω); ρ(x) = 0, ‖x‖ > a.
Òîãäà
Φ = − 1
4π
∫
‖y‖<a
ρ(y)
‖x− y‖dV (y), Ψ = −
ω
4π
∫
‖y‖<a
ρ(y)
‖x− y‖

 −y2y1
0

 dV (y)
Åñëè ïëîòíîñòü òîêîâ - êîíñòàíòà: ρ = ρ0 , òî èíòåãðàëû ìîæíî âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè.
Íàïðèìåð,
Φ = −ρ0
2
∫
R′<a
R′2dR′
pi∫
0
sinϑdϑ√
R2 +R′2 − 2RR′ cos ϑ =
ρ0
2R
∫
R′<a
R′dR′
R′∫
−R′
d
√
R2 +R′2 − 2Rz =
=
ρ0
2R
∫
R′<a
R′
(∣∣R−R′∣∣−R−R′) dR′ = −{ ρ0a3/3R, R ≥ a
0, 5ρ0(a
2 −R2/3), R ≤ a .
Îòñþäà ñëåäóåò èçâåñòíûé ðåçóëüòàò, ÷òî âíå øàðà ïîòåíöèàëüíàÿ ÷àñòü ïîëÿ ñîâïàäàåò ñ
ïîëåì òî÷å÷íîãî çàðÿäà q = q0 δ(x) , ðàâíîãî çàðÿäó øàðà q0 =
4pia3ρ0
3
, ñîñðåäîòî÷åííîãî â
òî÷êå x = 0 . Îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
gradΦ =
{
ρ0x
3
, R ≤ a; ρ0a
3
3R2
x
R
, R ≥ a
}
,−
è ìàêñèìàëüíà íà ïîâåðõíîñòè øàðà, à âíå åãî óáûâàåò êàê 1/R2 .
Àíàëîãè÷íî íàõîäèì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë:
Ψ2 = − ρ0
4πR
∫
R′<a
R′3dR′
pi∫
0
sinϑdϑ
2pi∫
0
√
x2
1
+ x2
2
sinϑ cosϕ+ x1 cos ϑ√
R2 +R′2 − 2RR′ cos ϑ dϕ =
=
ρ0a
3x1
3πR
{
a2/4R2, R ≥ a; aR− 3R2/4, R ≤ a}
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Òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ
Ψ1 = −ρ0ωx2
3πR
{ a
4
4R2
, R ≥ a; R(a− 3
4
R), R ≤ a}.
Äàëåå íàõîäèì âèõðåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ À-ïîëÿ
i rotΨ = − i ρ0ω
3π


a4
R3
(
3x1x3
4R2
, 3x2x3
4R2
, 1
2
− 3r2
4R2
)
, R ≥ a(
3x1x3
4R ,
3x2x3
4R , 2a− 32R(1 + r
2
2R2
)
)
, R ≤ a
, r =
√
x2
1
+ x2
2
.
Çàìåòèì, ÷òî êàê ïîòåíöèàëû , òàê è ïîëå A íåïðåðûâíû ïðè ëþáûõ x , â òîì ÷èñëå è ïðè
R = a .
Çàêëþ÷åíèå. Îáîçíà÷èì <a> ðàçìåðíîñòü a . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êâàäðàò ìîäóëÿ A
ðàâåí ïëîòíîñòè ýíåðãèè, ò.å < ‖A‖2 >= (äæ/ì 3) . Ïîýòîìó ýòî À-ïîëå ìîæíî íàçâàòü ýíåð-
ãåòè÷åñêèì. Âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ ÝÌ ïîëÿ ÷åðåç îäèí âåêòîð óáåäèòåëüíî ñâèäåòåëüñòâóåò
î íåðàçðûâíîé ñâÿçè ìåæäó ýëåêòðè÷åñòâîì è ìàãíåòèçìîì, êîòîðûå ïðîñòî ÿâëÿþòñÿ è-
çè÷åñêèì ïðîÿâëåíèåì êîìïëåêñíîãî A-ïîëÿ. Åäèíñòâåííîé êîíñòàíòîé ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ
ñêîðîñòü ÝÌ âîëí c , à íå äâå ( ε, µ ) ÝÌ ïîëÿ. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãèå îðìóëû ýëåêòðîäèíà-
ìèêè ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè èñïîëüçîâàòü A-âåêòîð.
ËÈÒÅÀÒÓÀ
1. Àõèåçåð À.È., Áåðåñòåöêèé Â.Á.Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà. Ì., 1981.
2. Àëåêñååâà Ë.À.//Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé èçèêè. Ò.35(2202), 1,Ñ.125-
137.
3. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé èçèêè. Ì. 1981.
4. Òàìì È.Å. Îñíîâû òåîðèè ýëåêòðè÷åñòâà. Ì.: Íàóêà, 1989.
11
